Primer: najveci zajednicki delilac

Problem izracunavanja najveceg zajednickog delioca dva pozitivna cela broja x i y. Najveci
zajednicki delilac za par pozitivnih celih brojeva x i y oznacava se sa nzd(x, y) i predstavlja najveci
ceo broj koji bez ostatka deli oba broja x i y. To jest, najveci zajednicki delilac je broj d = nzd(x, y)
koji deli i x i y bez ostatka, pa x = md i y = nd za neke brojeve m,n € N,

1 i svaki drugi takav zajednicki delilac brojeva x i y je manji od d.

Da li je ovo dobra definicija? Drugim recima, da li svaki par pozitivnih celih brojeva ima najveci
zajednicki delilac? Jasno je da svaki par pozitivnih celih brojeva ima broj 1 za zajednickog delioca,
a najveci broj koji istovremeno moZze da deli x i y bez ostataka je onaj broj koji je minimum od x i
y. Dakle, nzd(x, y) uvek postoji i leZi negde u intervalu izmedu 1 i min{ x, y }.

Ovo zapaZanje moZemo iskoristiti za postupak kojim se traZi nzd(x, y) tako Sto se redom
proveravaju svi potencijalni kandidati za najveci zajednicki delilac brojeva x i y. Ovi kandidati su
uzastopni celi brojevi od broja jedan do minimuma brojeva x i y. Pri tome se ti brojevi proveravaju
obrnutim redom da li je neki od njih zajednicki delilac za x i y, sve dok se ne otkrije prvi zajednicki
delilac. PosSto se provera obavlja obrnutim redom od 1

( sa N oznacavamo skup {0,1,2,... } nenegativnih celih brojeva.)

Dizajn i analiza algoritama najvece do najmanje mogucnosti, prvi nadeni zajednicki delilac bice
ujedno i najveci.

// Ulaz: pozitivni celi brojevi x iy
/l 1zlaz: nzd(x, y)
algorithm ged(x, y)
d = min{x,y};
while ((x % d !=0) || (y % d !=0)) do
d=d-1;
return d;

Primetimo da se izlaznim uslovom te petlje proverava da li d nije delilac broja x ili broja y bez
ostatka. Ako je to slucaj, telo petlje se ponavlja; u suprotnom slucaju, petlja se zavrSava. Da bismo
videli zaSto ¢e izlazni uslov naposletku postati netacan, primetimo da je pocetno d = min{ x,y }, a
da se d u svakoj iteraciji smanjuje za 1. Ovim uzastopnim smanjivanjem Ce d u najgorem slucaju
postati jednako 1, izlazni uslov ¢e onda biti netacan posto je istovremeno x % 1=0iy % 1 =0, pa
Ce se petlja tada zavrsSiti.

Vreme izvrsavanja:

Ocigledno je vreme izvrSavanja ovog algoritma proporcionalno broju iteracija while petlje, jer se
ostale naredbe izvrSavaju za konstantno vreme.

Taj broj iteracija sa svoje strane zavisi od ulaznih brojeva x i y. Najbolji slucaj je kada su ulazni
brojevi jednaki, x =y, jer je onda broj iteracija jednak 0. U slucaju kada su ulazni brojevi razliciti,
broj iteracija je min{ x, y } — 1, pa je najgori sluCaj kada se ulazni brojevi razlikuju za jedan.
Posto je vreme izvrSavanja algoritma ged linearna funkcija od manjeg od dva ulazna broja, da li to
znaci da je on brz algoritam? Odgovor je negativan.

Kljucno pitanje za analizu svakog aritmetickog algoritma je: Sta je zapravo velicina ulaza za taj
algoritam? Na primer, ako algoritam gcd primenimo na dva broja x i y od, recimo, 100 cifara, onda
ne moZemo realistiCno ocekivati da se aritmeticke operacije koje uCestvuju u izraCunavanju
nzd(x,y) mogu obaviti za jednu jedinicu vremena. Stoga u aritmetickim algoritmima moramo sami
realizovati celobrojnu aritmetiku ,,vece tacnosti”, odnosno koristiti posebne algoritme za rad sa
velikim brojevima.



U konkretnom slucaju algoritma ged radi se o algoritmima za operaciju dodele, racunanje po
modulu i smanjivanje vrednosti promenljive za jedan.

Ti algoritmi na ulazu dobijaju (velike) brojeve u obliku niza cifara i njihova vremenska sloZenost
nije jedini¢na, nego zavisi od broja ovih cifara. Zbog toga se i vreme ovih algoritama, koje moze
biti poprili¢no, mora uzeti u obzir prilikom analize aritmetickh algoritama.

Iz ove diskusije se moZe naslutiti da je prava mera velicine ulaza aritmetiCkh algoritama jednaka
zbiru broja cifara (tacnije, broja bitova u binarnom zapisu) njihovih ulaznih brojeva. Naime, sam
broj ulaznih brojeva nije dobra mera, jer je konstantan (na primer, algoritam gcd uvek ima dva
ulazna broja). Ali broj bitova u binarnom zapisu ulaznih brojeva raste sa magnitudom ulaznih
brojeva i time se na pravi nacin obuhvata vremenska sloZenost aritmetickih operacija u zavisnosti
od velicine brojeva koji u njima ucestvuju.

Primenimo ovaj pristup u analizi algoritma gcd . Neka je nl broj bitova binarnog zapisa ulaznog
broja x i n2 broj bitova binarnog zapisa ulaznog broja y. Mera veliCine ulaza tog algoritma n je
dakle zbir brojeva bitova binarnog zapisa ulaznih brojeva: n = n1 + n2 . Sada dakle treba, zavisno
od ove prave mere velicine ulaza za algoritam gcd , oceniti njegovo vreme izvrSavanja u najgorem
slucaju.

U takvoj analizi algoritma gcd moZemo cak zanemariti ¢injenicu da se osnovne aritmeticke
operacije ne izvrSavaju za jedinicno vreme, jer to vreme samo doprinosi ukupnom vremenu
izvrSavanja, koje je u ovom sluaju ionako veliko i iznosi bar 2 ™* . Da bismo ovo pokazali,
primetimo najpre da je broj bitova binarnog zapisa svakog pozitivnog celog broja a jednak |log a|+1.
3 To znaCi da je n1 ~ log x i n2 ~ log y, odnosno x 2 "' jyx2"?

U najgorem slucaju algoritma gcd kada su ulazni brojevi susedni, recimo x =y — 1, broj njihovih
bitova je otprilike podjednak, odnosno n 1 % n 2 ~ n/2. Kako je vreme izvrSavanja tog algoritma
T(n) proporcionalno vrednosti manjeg od dva ulazna broja, to je:

T(n) = Q (y) = Q(2"?)= Q(2").

To pokazuje da se algoritam gcd izvrSava za ekponencijalno vreme, Sto je beskorisno za velike
brojeve od 100-200 cifara.

Euklidov algoritam

TEOREMA (EUKLID )
Ako su x i y pozitivni celi brojevi takvi da x >y, onda je
nzd(x, y) = nzd(y, x%y).

Uz primedbu da svaki pozitivan ceo broj x deli broj 0 bez ostatka i da zato nzd(x, 0) = x, najveci
zajednicki delilac dva broja moZemo lako izracunati uzastopnim ponavljanjem jednakosti iz
Euklidove teoreme. Neki primeri tog izraCunavanja za razne parove brojeva su:
* nzd(1055, 15) = nzd(15, 5) = nzd(5, 0) = 5
* nzd(400, 24) = nzd(24, 16) = nzd(16, 8) = nzd(8, 0) =8
* nzd(101, 100) = nzd(100, 1) = nzd(1,0) =1
*nzd(34, 17) = nzd(17, 0) = 17
* nzd(89, 55) = nzd(55, 34) = nzd(34, 21) = nzd(21, 13) =
=nzd(13, 8) = nzd(8, 5) = nzd(5, 3) =
=nzd(3, 2) =nzd(2, 1) =nzd(1,0) =1
Na osnovu ovih primera se moze otkriti Euklidov postupak kojim se dobija najveci zajednicki
delilac dva broja: dati par brojeva se transformiSe u niz parova, pri cemu je prvi broj narednog para
jednak drugom broju prethodnog para, a drugi broj narednog para jednak je ostatku celobrojnog



deljenja prvog broja sa drugim brojem prethodnog para. Poslednji par u nizu je onaj kod koga je
drugi broj jednak nuli, a onda je najveci zajednicki delilac pocCetnog para jednak prvom broju tog
poslednjeg para.

Precizniji opis Euklidovog algoritma na pseudo jeziku je:

// Ulaz: celi brojevi x iy takvidax>y >0
// 1zlaz: nzd(x, y)
algorithm euclid(x, y)
while (y > 0) do

z=x%Yy;

X=Y;

Y=z
return Xx;

Ako a i b nisu oba jednaka nuli, najveci zajednicki delilac a i b se moZe izraCunati koriScenjem
najmanjeg zajednickog sadrzaoca (nzs) brojeva a i b:
a-b

nzd(a, b) = S——t

ili
nzd(a, b) - nzs(a, b) =a - b.

Ova formula se Cesto koristi za racunanje najmanjeg zajedni¢kog sadrZaoca: prvo se NZD izracuna
pomocu Euklidovog algoritma, a zatim se proizvod dva broja podeli njihovim NZD.

nzd (12345, 153) .... 12345mod153=105
nzd (153, 105) ..... 153mod105= 48
nzd(105, 48) ... 105mod48 =9
nzd(48,9) ... 48mod9=3

nzd(9,3) ..... 9mod3=0

nzd(3,0)=3
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